Derivacia, diferencial funkcie jednej premennej

Derivacia funkcie sa €asto oznacuje aj ako smernica dotyc¢nice a predstavuje nekonecne
maly prirastok prirastok y-ovej sturadnice, v pomere k nekonecne malému prirastku x-ovej
suradnice. Jeden zo zakladnych stavebnych kamenov, ktory umoZznil hovorit
infinitezimalnom(nekone¢ne malom) pocte a teda aj o derivaciach, integraloch a diferencialoch je
jednoznacne limita funkcia. Pomocou limity vieme urcit' k akému cislu sa dana funkcia priblizuje
aj v bodoch jej nespojitosti. Derivacia funkcie v siradnej sustave x,y je definovana nasledovnym

sposobom:

df(xo) _ . fOa) — f(xo)

d.x Xo—X1 x1 - xo

(1

Pre vysvetlenie vyznamu vztahu (1 si pomdZeme obrazkom.

f(x1), f(x2)

— f(x2) |
> f(x1)
=
I
>

f(x1)
f(x2) [

X1 X3 X3 X X; X

X

Obrdzok 1 Grafické zobrazenie derivacie.

Na obrazku sd naznacené 3 rdzne situdcie. Prva situacia oznaceni ako 1 ma funk¢nu
hodnotu v bode x2 vacsiu ako v bode x1 a takisto aj hodnota x2 bude vacsia ako x1. Ako sa x1 bude
limitne priblizovat’ k x2, bude derivacia naberat kladné hodnoty az v bode x2 bude derivacia
funkcie rovna kladnému ¢islu vyjadrujicemu sklon doty¢nice v bode x2. Pre situdciu 2 bude
rozdiel v tom, Ze funkéna hodnota v bode x2 bude mensia ako v bode x1, toto podla vztahu (1,

zapriCini, ze derivacia v bode x2 bude mat zapornu hodnotu. Zaporna hodnota derivacie teda



znamena3, Ze funkcia je v danom bode klesajica a kladna hodnota derivacie znamen3, Ze funkcia je
v danom bode rastica. Situacia 3 zobrazuje stav, kedy sa funk¢né hodnoty rovnaju. V takom
pripade je Citatel vo vztahu (1, rovny 0. Pre body, v ktorych je derivacia funkcie rovna 0 plati, Ze
v nich funkcia nerastie a ani neklesa. Samotn4 ¢iselna hodnota derivacie hovori o tom, ako vel'mi
funkcia vdanom bode rastie v pripade kladného znamienka aklesd v pripade zaporného

znamienka.

Diferencial

Diferencial sa v prirodnych vedach pouZiva na urcenie pribliznej hodnoty v urcitom bode.

Rovnicu (1 mbéZeme upravit na nasledujuci tvar:

df (xo)

f(x1) = f(xo) = dx

* (1 — x) + 6(x1) * (x4 — xo) (2

Clen % * (x; — xo) predstavuje diferencial. Clen §(x;) zohladtiuje chybu, ktora vznikne
zanedbanim limity a jeho hodnota je:

fle) = fxo) df(x)

8(x1) = X1 — Xg dx
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Zo vztahu (3 vidiet, Ze ak by bola funkcia f(x) linearna tj. opisana priamkou, bol by vyraz

6(xq) = 0 a diferencia funk¢nych hodnét by bola vyjadrena priamo diferencialom:

d
Fo—Fo) = Ty x4

Dalej, ak nas zaujima priblizné urcenie funkénej hodnoty v neznamom bode mézeme ju zo

vztahu (4 vyjadrit ako:

df (xo)
dx

f(xy) = *(x1 —x0) + f(x0) (5

Za zmienku stoji, Ze odvodeny vyraz (5 je pre xy =0 rovnicou priamky

(y =k *x + f(xg)) ataktieZ predstavuje prvé dva Cleny z rozvoja do Taylorovho radu, ktory je
vyjadreny nasledovne:
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Priklad

Pomocou diferencialu odhadnite hodnotu funkcie v bode x; = 1.1, ak x, = 1. Funkcia je

vyjadrend nasledovne:

1 5 5
f(x)=5*e_i*sin<g*n)+5*sin(g*n*x)*x3

Urcte chybu vypoctu 6 (x4 ).

Podla vztahu (5 budeme potrebovat urcit derivaciu funkcie v bode x,,.

1
%=5*e_E*(—i)*sin(g*n)+5*sin(§*n*x)*3*x2+5*cos(z*n*x)*§*
T * x3
Pre x, = 1, po Uprave dostaneme:
df (x 5 1 5 5 5 1 5
%z5*sin(g*n)*[—E+3+cot(g*n)*g*n] =E*[—g+3—\/§*g*n]

Dalej potrebujeme uréit funkénd hodnotu funkcie v bode x,,
o =5+ osin(gom) 5 esin(Gom) =5 wsin(Gen) - (145) =3+ (14)
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Po dosadeni do (5 dostaneme:
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Obrdzok 2 Znazornenie situdcie z prikladu. Hodnota f (x,), predstavuje hodnotu urcenti
pomocou diferencidlu. Hodnota f (x,), predstavuje skutocnii hodnotu funkcie v danom bode.

Na urcenie 6(x;) potrebujeme poznat skuto¢nt hodnotu funkcie f(x;) v bode x;. Tuto

ziskame odc¢itanim z grafu vytvorenom v prostredi matlab:

£(x,) = 2.739807034155131

f(x1) = f(xo) _ af (xo) _

§(x1) = X1 — Xg dx

2.739807034155131—5*(1+%) 5 [ 1

2 5 1__
T > * e+3 \/5_’*6*7r— 2.04297

Pre kontrolu vypoctu pouZijeme vztah (2, pricom, opat zgrafu odcitame skutocnu

hodnotu f(x;) a porovname ju z vypocitanou:

df (xo)

f(x1) = dx

* (X1 — x9) + 8(x1) * (%1 — x0) + f(x0)

2.739807034155131 ~ = * [—§+ 3-V3x2x n] #(L1-1) —2.04% (11— 1) + 2+

(1 + é) = 2.73907034



Z prikladu mozno vidiet, Ze odhad funkcénej hodnoty nam vysiel priblizne rovnaky, pre

porovnanie uvadzame vysledné hodnoty niZsie:
f(x1)1 = 2.947
f(x1), =2.739807034155131

Hodnota f(x;); predstavuje priblizne hodnotu vypocitani pomocou diferencialu
ahodnota f(x;), predstavuje hodnotu skutofnd urcenti numericky. Odchylka odhadu od
skutoc¢nej hodnoty zavisi od zmeny strmosti funkcie v poc¢iato¢nom bode a bode skimanom a teda
zavisi od zmeny velkosti derivacii v sledovanom a pociatotnom bode. Pre body, ktoré su
dostato¢ne blizko seba je takyto odhad funkcie dostatocny. Pomocou diferencidlu teda vieme

ziskat predpis rovnice doty¢nice a nasledne pomocou neho danu krivku po ¢astiach linearizovat.
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